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In [l, S. 2281 wird das folgende Problem formuliert: Sei A ein lokaler Ring 
(noetherscher, kommutativer Ring mit Einselement) mit dem einzigen 
maximalen Ideal m. Wenn q ein m-primares Ideal ist, dann hat der Modul 
A/qn+l fiir jede ganze Zahl n > 0 eine endliche Lange. Fur geniigend grol3es 7t 
ist l(A/q”+l) ein Polynom in rz vom grad d = dim(A) [16, Chap. VIII], 
das wir wie folgt aufschreiben: 
l(Alq”+l) = e,(q, A) i” ; “) - e,(q, A) (” ; “r ‘) + *-a 
+ (-1Y 4q, 4, 
wobei die Koeffizienten e,(q, A) ganzrationale Zahlen sind. Die Anzahl der 
Elemente einer maximalen A-Sequenz (oder Primsequenz in A) bezeichnen 
wir mit codim (A) (oder codh (A)), siehe [16, App. 61. Ferner nehmen wir 
an, da8 q ein Parameterideal ist, d.h. q kann von d Elementen erzeugt werden. 
In [l] wird dann des Problem gestellt, die Differenz l(A/q) - e,(q, A) 
durch eine Invariante zu bestimmen. Insbesondere wird vermutet, da13 gilt: 
(*) l(A/q) - e,(q, A) = dim(A) - codim(A). 
In diesem Zusammenhang beweisen wir zunachst den folgenden 
SATZ Es existiert im allgemeinen keine Invariante, die die DifJerenx 
l(A/q) - e&q, A) bestimmt. 
Im Sinne der algebraischen Geometrie bedeutet das Problem von 
D. A. Buchsbaum fur geeignete Schnittprobleme, dal3 die Abweichung der 
“statischen” Multiplizitat der Idealtheorie von Griibner [4] von der 
“dynamischen” Multiplizitat im Sinne von Serre [9] durch eine Invariante 
charakterisiert werden ~011. Ein kohomologisches “Mal3” fur diese 
Abweichung wurde in [7] gegeben. Ein Korrekturglied zur Berechnung 
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dieser Differenz wurde in [lo] entwickelt. Beide Ergebnisse hangen aber 
von dem zugrunde gelegten Primtirideal ab. 
In dieser Note studieren wir weiterhin mehrere Beispiele zu der Vermutung 
von D. A. Buchsbaum. Daraus leiten wir ein entsprechendes Problem (P) 
fiir die Schnittheorie ab. Herrn Dr. B. Renschuch und J. Stiickrad danke ich 
fur die Diskussion iiber diese Note. 
Beweis des Satzes. In dem Polynomring R =: K[x,, , x1 , x2 , x3 , x4 , x5] 
betrachten wir das folgende Ideal: 
a = (x1 ) X2&, x2x3 ) x22x4 ) x2x42 - xa3) fur beliebige ganze Zahlen 01 3 3. 
Fur das Summenideal (a, x, , x5m) erhalten wir: 
(% x4 > .jm) = (x1 1 X2a, x33, x4 , x2x3 , X5m) 
(m > 1 beliebige ganze Zahl), dies ist ein Primarideal q’, das zum Primideal 
p’ = (x1 , x2 , x3 , x4 , x5) gehort. 
Wir konstruieren nun den folgenden lokalen Ring A =: R,,/a * R,, mit 
dem maximalen Ideal p’ . A. Da in R dim a = 2, a C (x1 , x2 , x3) und 
dim p’ = 0 sind, besitzt A die Dimension 2. Daher ist q =: (x4, xgrn) 9 A 
ein Parameterideal in A. Wir beweisen nun die folgende Aussage: 
l(A/q) = (a + 2)m, edq, 4 = 4m, dim(A) = 2 und codim (A) = 1. 
Zur Berechnung der einzelnen Zahlen ziehen wir Untersuchungen iiber 
idealtheoretische Schnittpunktsatze heran (siehe, z.B., [4, 12 und 131). Sei c 
ein homogenes Ideal in R, dann bezeichne H(n, c) die Hilbertfunktion, d.h. 
H(n, c) = h,(c) (‘t’) + h,(c) ft ” 1) + ... + h-(c), 
wobei hi(c) ganzrationale Zahlen sind, h,(c) > 0 die Ordnung von c ist und 
dim c = t. 
Da in R(a, x4 , xsmm) = q’ ist, gilt l(A/q) = 1(/I/q’). Damit konnen wir in R 
eine unverkiirzbare Kette von Primaridealen konstruieren, die alle zu p’ 
gehijren und mit q’ beginnt, und l(A/q) ist dann die Anzahl dieser Glieder, 
also (siehe [4, 143.51): &,(a, x4, xsnz) = l(A/q) h,(p’) = l(A/q), da p’ ein 
Ideal der Hauptklasse ist und daher h,(p’) = 1. Die Ordnung von(a, xp , xsnz) 
berechnet sich z.B. nach [12], Korollar von Hilfssatz 2: 
Ma, x 4 ) xa) = (3CX - 2(” - I))m = (a + 2)m = l(A/q). 
Wir betrachten jetzt eine Primarzerlegung von a, namlich: 
a = cxl , x22, x2x3 , x2x42 - x33) n cxl , x2a , x3 , x4). 
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Nach [I I] wissen wir dann sofort, daD der Bezoutsche Satz 
ho(Q, x4 , x59 = ho(a) ho(x4 > x.smm) 
(im Sinne von [4]) nich gilt. Hieraus folgt nach [2, Satz 21, dal3 dim(A) > 
codim(A), damit ist codim(A) 2 1, also codim(A) = 1 (dies folgt such 
unmittelbar aus der Zerlegung von a). Ferner folgt nach [4, 143.11, daf3 
h,(a) = h,(x, , xa2, x2x3 , x~x~~ - xa3) ist. Mit Hilfe von [12] findet man 
wieder h,(a) = 4. 
Diese Ordnung bestatigt man such ohne die angegebene Primarzerlegung 
von a, indem sukzessive das Korollar von Hilfssatz 2 in [12] auf die Basis 
von a angewandt wird. Wenn man beachtet, dal3 h,(p’) = 1 ist, gilt nun 
nach [2, (8), Seite 191: 
hobYo(x4 , x:) = i (-l)i l(Tor+, (R,,/a * R,, , Rpr/(x4, xT)Rp,)) =: x. 
i=O 
Da nach [9, Kap. IV], Tor$P’(R,,/a . R,, , Rp,/(x4 , xsm) Rp,) isomorph mit 
der i - ten Homologiegruppe des Koszulkomplexes von R,,/a . R,, beziiglich 
der Folge x4, xgnz ist, folgt nach [9, Theorem 1, S. IV-121, daD x = e,(q, A), 
also h,(a) ho(.z4 , zcsnz) = e,(q, A) = 4m, da &,(x4, x51n) = m ist. 
Damit htingt die Differenz l(A/q) - e,(q, A) = (a + 2)m - 4m = 
(CY - 2)m von m ab. Daher kann keine Invariante fur Z(q, A) - e,(q, A) 
existieren. Q.E.D. 
Fur den Fall 01 = 3 betrachten wir nun das bekannte imperfekte Primideal 
von Macaulay n$ (siehe [4, 51): 
u(z) 1 4 = (x?x3 - x; , XIX4 - x2x3 , x14 
2 
- x2x4 ) x2x,” - xi) c 
K[x0,xl,x2,X3,X41=:R. 
Wir setzen A =: R,,/o~~R,, , p’ = (xi , x2 , x3 , x4) und q = (xi , x4) . A. 
Wenn wir beachten, daf3 fiir 01 = 3 (n::k , XJ = a und o$ : xi = $1 sind, 
dann folgt aus dem Beweis des Satzes oder nach dem Beispiel in [lo], daD 
dieses Beispiel aber (*) bestgtigt. 
KOROLLAR 1. l(A/q) - e,(q, A) = dim(A) - codim(A) = 1 
Be-merkung. lindert man in den Schnittbedingungen des Korollars 
(Xl ? 4 x ) so ab, da13 die Schnittkomponente mit den zugehorigen Primideal p’ 
erhalten bleibt, so erhalt man z.B. fur q =: (x2 , xi2 + ~~2) . A in der Tat, 
dal3 die Differenz l(A/q) - e,(q, A) = 1 ist. Man rechnet namlich nach, 
daB l(A/q) = 9 und e,(q, A) = 8 sind. 
nrk kann als Projektion einer Veroneseschen Varietat auf die Hyperebene 
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x1 = 0 genommen werden. Projektionen auf die Hyperebenen xi = 0 liefern 
weitere imperfecte Primideale ox!) . Da die Strukturuntersuchungen in [5] 
iiber nL$und v::‘, zeigen, da13 sich die beidenprojektionen durchaus qualitativ 
unterscheiden, wollen wir kurz ein weiterse Beispiel studieren, das ebenfalls 
(*) best&&. Nach [5] ist das einfachste Beispiel eines nicht perfekten 
Primideals, das durch Projektion einer Veroneseschen Varietat auf die 
Hyperebene x1 = 0 entsteht, das Primideal vkti . Nach [5] verschafft man 
sich zuerst eine Basis fur das Primideal va,a und berechnet dann das ent- 
sprechende Eliminationsideal vi:; . Die Basiselemente dieses Ideals wurden 
in [3] bestimmt, und das Ideal liegt in K[x,, xi ,..., x8]. Wir bilden das 
Primideal v in R =: K[x, , x1 ,..., x.J, dessen Basis durch einfache Um- 
numerierung aus r$: entsteht, namlich: 
v ==: (X& - x22, x1x7 - x2x3 , x1x* - x2x4 ) x1x9 - x2x5 , 
X2X6 - x3x4 , x2x7 - x42, x2x* - x*x5 ) x2x9 - x52, x3x5 - x42, 
%Qx7 - x4x6 , x3x3 - x5x6 , x3x9 - x5x7 , x4x7 - x5x6 , 
x4x9 - x5x7 , x4x9 - x5x3 , x&3 - x72, x6x9 - x7x3 , 
x7x9 - X82, X1X62 - x33). 
Wir wahlen b =: (xi , x 6, x9) CR und betrachten das Summenideal 
(% b) = txl T x22, x33, x52, x6 , %7’, x82, xs , x2x3 , x2x5 > 
x3x7 Y x3x6 Y x5x7 T x5X6 7 X3X5 - X42, X2X7 - Xq2, 
x2x4 , x3x4 , x2x6 - x4x5 , x4x7 , 4 8 - * q’* xx) -. 
Dies ist in R ein nulldimensionales Primarideal q’, das zum Primideal 
p =:(Xl,X2,X3,X4,X5,X6,X7,Xs,Xs)geh~rt. 
Wir konstruieren nun den folgenden lokalen Ring A =: R,/vR, . Nach 
[5, (ll)] ist in K[xO, xi ,..., xs] dim v2,3 - (l) 2, damit ist dim v = 3 in R. 
Da dim p = 0 ist, gilt dim(A) = 3. Somit betrachten wir das Parameterideal 
qC4 q =: (XI, x6, x9) . A. Analog wie im Beweis des Satzes liefert eine 
leichte, aber etwas miihsame Rechnung das 
KOROLLAR 2. l(A/q) = 10, e&q, A) = 9, dim(A) = 3 undcodim(A) = 2, 
also l(A/q) - e,(q, A) = dim(A) - codim(A) = I. 
Die Korollare 1 und 2 lassen nun vermuten, daR das folgende fiir die 
Multiplizitatstheorie interessante Problem (P) gilt. Seien V und W 
(homogene) irreduzible Varietaten im projektiven Raum Pkn, die sich in einer 
Komponente C C V n W eigentlich schneiden. Die Schnittmultiplizitat im 
Sinne von A. Weil [15] sei i(C, V . W) und die idealtheoretische im Sinne 
von W. Grobner [4] sei p(C). Mit A bezeichnen wir den lokalen Ring von l7 
in C. Wenn W durch ein Ideal der Hauptklasse in R = : K[xx, , x1 ,..., x,J 
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(oder in einer Umgebung von C) definiert wird, dann ist das Problem, 
ob gilt 
(P) p(C) - i(C, F’. W) = dim(A) - codim(d). 
Bemerkung. Der Zusammenhang von (P) und (*) wird durch den 
Reduktionssatz von P. Samuel [8, Kap. II, Section 7, S. 831 gegeben. Im 
Hinblick auf Satz 2 in [2, 141 und Satz 1 in [6], ist (P) nur interessant, wenn 
das Primideal pv , das I’ definiert, nicht perfekt ist und der Bezoutsche Satz 
im Sinne von [4] fur I’ und W nicht gilt. 
Wir werden jedoch ein weiteres Beispiel studieren, das (P) widerlegt, das 
aber komplizierter zu gewinnen ist als die Beispiele in den Korollaren 1 und 2. 
Im Hinblick auf das Beispiel in dem Satz suchen wir zunachst ein imperfektes 
Primidea. pv , das mindestens eine Basisform des Grades 24 besitzt. Solche 
Beispiele findet man z.B. durch mehrfache Projektionen von Veroneseschen 
Varietaten. Wir betrachten nach [5] die Varietat mit dem Primideal nr.s 
und deren Projektion auf die Hyperebene xa = 0 und dann auf xs = 0. 
Durch einfache Umnumerierung der Unbestimmten erhalten wir dann das 
imperfekte Primideal pi, in K[x, , xi , x2 , x, , x4] =: R 
Pv = ( 2 X& - x2x3 , x13x3 - x24, Xl x3 2 - x23x4 , x1x33 - x22x42, 
x3 4 - x2x43), 
mit dimp, =2 und h&p.) = 5. (In K[x, , xi , x2 , x3] ist die allgemeine 
Nullstelle {X5, X4p, hp4, p5}). 
Wir betrachten das Primarideal 
(P V , x1 , x4) = (x1 , x4 , %$3 , x24, x34) 
mit dem zugehorigen Primideal p’ = (xi , x2 , x3 , x4) und h,(pv , xi , x4) = 7. 
Wir bilden den lokalen Ring A =: Rp,/pv . R,, , und das Parameterideal 
9 = (Xl T 4 x ) . A. Die Beweismethoden des Satzes liefern dann das 
KOROLLAR 3. l(A/q) = 7, e,(q, A) = 5, dim(A) = 2 und codim(d) = 1, 
also (P) piZt nicht. 
AbschlieJend geben wir die beiden Probleme: 
(1) Warm gilt (P) ? 
(2) Existiert eine Zahl N(V, C), die mu van V und C abhiingt, so duj’ in 
(P) gilt 
p(C) - i(C, v. W) = N(V, C)? 
Im Zusammenhang mit dem Problem 1 ist vielleicht zu erwarten, dal3 man 
eine Klasse von Idealen definieren kann, die die perfekten Ideale urnfaSt 
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und fiir die (P) gilt (siehe die Korollare 1 und 2). Was das Problem 2 betrifft, 
so haben wir die Vermutung 
(V> p(C) - i(C, V. W) = K . (dim A - codh A), 
wobei k eine nichtnegative ganze Zahl ist, die von den Graden der Basis- 
elementepi einer Minimalbasis von pv = (p, ,..., ps) abhlngt. Die Primideale 
mit der allgemeinen Nullstelle {hp, XP-l,u, &p-l, pp}, p 2 4, beststigen (wie 
im Korollar 3 betrachtet) z.B. unsere Vermutung (V). In diesem Zusammen- 
hang ist die Frage von Interesse, ob homogene Primideale p C K[x,, x1,..., xn] 
perfekt sind (im Sinne von [4]), wenn die Basiselemente einer Minimalbasis 
p =: (p, ,a.., ps) alle vom gleichen Grad sind. 
Note added in proof. Siehe such die folgenden Arbeiten: 
J. ST~~CKRAD UND W. VOGEL, Eine Verallgemeinerung der Cohen-Macaulay 
Ringe und Anwendungen auf ein Problem der MultiplizitZtstheorie, Preprint 1972. 
B. RENSCHUCH UND W. VOGEL, Weitere Beispiele zu einem Problem der Schnit- 
theorie, Math. Nachr., im Druck. 
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